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L’argomento della tesi consiste nello studiare il problema del contatto tra i
denti di ruote dentate ad alte prestazioni. I software utilizzati per la modella-
zione delle geometrie sono stati l’ANSYS e l’HELICAL 2D. Per velocizzare
i tempi di calcolo le analisi sono state effettuate in 2D, per cui i risultati
possono essere considerati validi solo nelle zone dove valgono la proprieta`
di plane strain, cioe` nelle sezioni centrali dei denti di ruote sufficientemente
larghe.
Il primo obiettivo della tesi e` stato quello di analizzare il problema del
contatto rifacendosi ad una geometria piu` semplice e quindi piu` veloce da
studiare rispetto a quella dei denti. E’ stato possibile utilizzare questo meto-
do grazie al fatto che per le geometrie analizzate sono soddisfatte le ipotesi di
Hertz. Grazie a questa teoria infatti due differenti geometrie possono essere
confrontate in termini di pressioni di contatto.
Il capitolo 1 introduce il problema del contatto in generale tra due su-
perfici da punto di vista teorico, facendo opportune ipotesi. Viene inoltre
mostrato come possa essere utilizzata la teoria di Hertz.
Il capitolo 2 dimostra come sia possibile ricondursi al caso del contat-
to tra due cilindri sfruttando anche ulteriori ipotesi semplificative, quali la
simmetria assiale ed il modello cilindro-piano.
Il capitolo 3 si occupa di sfruttare il modello cilindro-piano per trovare
una forma di mesh che garantisca una buona precisione rispetto ai valori di
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Hertz e che non sia troppo onerosa in termini di tempo di calcolo.
Il capitolo 4 e` in realta` un’analisi a posteriori perche` sfrutta le analisi
sulle ruote illustrati nel capitolo 5. Si vuole dimostrare come, introducendo
un parametro µ di confronto tra i modelli cilindro-piano e delle ruote dentate,
non si raggiungano mai le condizioni critiche che non rendono piu` valida la
teoria di Hertz.
Il capitolo 5 mostra l’applicazione della mesh trovata precedentemente
al modello in ANSYS delle ruote dentate cilindriche a denti dritti 80 − 80.
Per rendere valido questo modello, i risultati delle analisi in termini di ten-
sioni e deformazioni sono stati confrontati con quelli forniti dal software
HELICAL2D, specializzato nella modellazione delle ruote dentate.
Il capitolo 6 mostra il fenomeno dell’incremento dei valori massimi del-
la pressione di contatto dovuto alla forte curvatura presente nelle zone di
raccordo alla testa dei denti.
In appendice sono mostrati sia il metodo con cui si introduce il fenomeno
del contatto in ANSYS, sia il codice realizzato con questo programma che






Introduzione al problema del
contatto
La teoria sul contatto si occupa di trovare le tensioni e le deformazioni che
nascono quando le superfici di due corpi solidi sono posti a contatto. Occorre
distinguere i tipi di contatto tra superfici conformi e non conformi. Le super-
fici conformi hanno la caratteristica di essere coincidenti o quasi, per esempio
nelle cerniere o nelle coppie sferiche. In questi casi il contatto avviene su una
larga porzione di superficie. Le superfici non conformi sono invece dissimili
tra loro, per esempio due superfici convesse a singola o doppia curvatura. In
questi casi, trascurando le deformazioni, il contatto avviene in un solo punto
oppure lungo una linea. Tenendo conto delle deformazioni, la zona di con-
tatto diventa un’area che in genere e` piccola in confronto alle dimensioni dei
corpi. In essa le tensioni hanno forti gradienti e sono poco influenzate dalla
forma dei corpi in zone lontane dal contatto.
Superfici non conformi, caricate con una forza molto piccola, si toccano in
un singolo punto O (vedi fig. 1.1). Si considera questo punto come l’origine
di un sistema di riferimento (x,y,z), in cui x,y sono le coordinate dei punti
del piano tangente alle due superfici in O, mentre z e` lungo l’asse normale. I
due corpi sono denominati rispettivamente 1 e 2. Le funzioni che descrivono
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la forma delle due superfici sono:
z1 = f1(x, y) (1.1)
z2 = f2(x, y) (1.2)
E’ molto importante definire la funzione che rappresenta la separazione tra
le due superfici indeformate:
h = z1 + z2 = f(x, y) (1.3)
Figura 1.1: Superfici non conformi in contatto
1.1 Contatto piano
E’ possibile semplificare il problema quando la curvatura in direzione y e`
nulla, purche` vengano soddisfatte le seguenti ipotesi:
1. Il carico e` applicato unidimensionalmente su una striscia che si estende
indefinitamente lungo l’asse y (‘line loading ’). La larghezza della zona
di contatto e` definita lungo l’asse x. In questo modo la pressione e`
funzione solo di x.
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2. Il materiale e` sollecitato in campo elastico lineare.
3. Le dimensione dall’area di contatto e` piccola se paragonata ai raggi di
curvatura dei corpi in contatto.
4. Condizione di plane strain. Questo significa porre:
²y = 0 (1.4)
L’ipotesi consente una semplificazione della formulazione e si adatta ai
modelli analizzati in questa tesi, in quanto le ruote dentate studiate
presentano sufficiente larghezza rispetto al diametro. La condizione
di plane stress non viene presa in considerazione, poiche` essa e` valida
solo nel caso di elementi in cui lo spessore e` piccolo se paragonato alla
larghezza della zona di contatto, situazione che nei casi esaminati non
si presenta.
Grazie a queste ipotesi le tensioni nella zona di contatto non sono influenzate
dalla forma dei corpi e dai vincoli lontano dall’area di contatto. Le tensioni
possono essere calcolate con buona approssimazione considerando ogni corpo
come un solido elastico semi-infinito a contatto con un semispazio elastico.
Inoltre esse permettono di semplificare le condizioni al contorno e di utiliz-
zare la soluzione del problema elastico per il semispazio (vedi fig. 1.2).
Questa teoria si basa sul fatto di utilizzare le equazioni di equilibrio, di
Hooke, di compatibilita` e le condizioni al contorno e di ricavare le tensioni e
le deformazioni all’interno e sulla superficie del semispazio. In letteratura [1]
sono illustrate diverse metodologie che mettono in correlazione la funzione
h(x) con l’andamento della pressione di contatto.














8 Introduzione al problema del contatto


























Condizione di plane strain:

²y = 0
σy = ν(σx + σz)
(1.8)
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Condizioni al contorno sulle tensioni:
• sulla superficie fuori dalla zona di contatto:
σ¯z = τ¯xz = 0 , x < −a1 , x > a2 (1.10)
• sulla zona di superficie caricata:
σ¯z = −p(x)
τ¯xz = −q(x)
 , −a1 ≤ x ≤ a2 (1.11)
Gli spostamenti tangenziali e normali della superficie sono indicati con u¯x e
u¯z. In zone distanti dal contatto (x, z) → ∞ le tensioni devono annullarsi
(σz, σz, τxz) → 0. La soluzione viene ricavata introducendo una particolare

























Il modello coulombiano di attrito fornisce una relazione tra carichi normali e
tangenziali. Definendo µ il coefficiente di attrito:
q(x) = ±µp(x) (1.14)
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Figura 1.3: Utilizzo di coordinate cilindriche
Utilizzando un sistema di coordinate cilindriche (r, θ) (vedi fig. 1.3) che
ha origine dal centro del contatto si ricavano le espressioni delle tensioni in






































{(x− s)2 + z2}2
(1.15)
1.2 Ipotesi di lavoro
La teoria puo` essere ulteriormente semplificata aggiungendo ulteriori ipotesi:
1. Si trascurano le variazioni di modulo elastico in prossimita` delle super-
fici dovute ad eventuali trattamenti termici. Si suppone che comunque
le differenze rispetto alla realta` siano dell’ordine solo di qualche punto
percentuale.
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2. Si trascurano l’attrito e la lubrificazione. Questi fenomeni renderebbero
il problema non conservativo: i risultati trovati per una certa posizione
relativa tra le due ruote dipenderebbe dalle posizioni precedenti. Que-
sto complicherebbe molto i modelli. L’ipotesi implica percio` la seguente
equazione:
q(x) = 0 (1.16)
3. Si trascura la rugosita` superficiale: le superfici sono considerate perfet-
tamente lisce.
Utilizzando φ e le equazioni precedenti si puo` formulare la soluzione del
problema e si possono trovare le espressioni delle tensioni e delle deformazioni.
In letteratura [1] sono stati analizzati vari casi di carico applicato. Quello
che interessa maggiormente e` quello con carico p(x) variabile lungo x con
andamento simile a quello illustrato in figura 1.2. In questo caso, come






x− s ds = h
′(x) (1.17)










dove E1, E2, sono i moduli di Young dei due materiali in contatto, men-
tre l’intervallo [a1, a2] rappresenta la zona di contatto in cui e` applicata la
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1.3 La teoria di Hertz
Come definito in 1.6, h(x) rappresenta la distanza tra le due superfici. Per
ricavare p(x) con la 1.19 occorre conoscere la forma di h(x). Nella teoria di





Dove c e` la curvatura relativa tra i due profili.
La funzione 1.21, almeno nella zona del contatto, approssima bene le superfi-
ci in contatto per i casi studiati nei prossimi capitoli, in quanto la curvatura
relativa tra i due profili non subisce significative variazioni limitatamente alla
zona del contatto. Il parametro c rappresenta quindi il valore della curvatu-
ra relativa tra i due profili nel punto del contatto a carico nullo. Si prevede
dunque che i risultati forniti dalla teoria di Hertz possano essere applicati
nelle successive analisi. I casi in cui questa teoria non puo` essere considerata
valida sono le zone in contatto con forti variazioni di curvatura ad esempio
nei punti di inizio applicazione della spoglia lineare ai profili dei denti (vedi
cap. 4) e vicino ai raggi di raccordo di testa (vedi cap. 6).
La teoria di Hertz, sfruttando la 1.21, prevede una zona di contatto simme-
trica rispetto all’asse z. In questo caso vale a1 = a2 = a. L’andamento della










dove P e` la forza normale per unita` di lunghezza in direzione y.
1.4 Cenni sulla presenza di attrito
In questo paragrafo viene illustrato il problema di due superfici in contatto
tra loro con una forza P ed aventi un coefficiente di attrito µ [1]. Se le
superfici strisciano tra loro si crea una forza tangenziale Q che si oppone al
moto tale che:
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Figura 1.4: Superfici in strisciamento
|Q| = µP (1.23)
Si ipotizza che vengano mantenute le ipotesi di Hertz sul semispazio in prossi-
mita` della zona di contatto. Utilizzando le equazioni 1.31 si trova che il carico
tangenziale q(x) e` proporzionale allo spostamento normale alla superficie uz
con la costante elastica (1− 2ν)/G. Dato che vale la relazione:
q1(x) = −q2(x) (1.24)





Se i due corpi in contatto hanno le stesse costanti elastiche si ricava che il
carico tangenziale non influenza la distribuzione di pressioni normali, ne` la
forma e le dimensioni dell’impronta.












Utilizzando le equazioni 1.31 si trovano delle relazioni tra le tensioni dovute

















q0 = µp0 (1.29)
Per quanto riguarde l’espressione di (σx)q sulla superficie, si puo` dimostrare
[1] che vale la formula:
(σ¯x)q =












, x ≤ −a, x ≥ a
(1.30)
L’andamento delle tensioni in superficie e` illustrato in fig. 1.5. Le tensioni
dovute ai carichi normale e tengenziale risultano:
σ¯x = −p0{(1− x2/a2)1/2 + 2µx/a}
σ¯z = −p0(1− x2/a2)1/2
σ¯y = −2µp0{(1− x2/a2)1/2 + µx/a}
τ¯xz = −µp0{(1− x2/a2)1/2
(1.31)
Utilizzando il criterio di Tresca si ottiene che la tensione tangenziale pricipale







(σx − σz)2 + 4τ 2xz (1.32)
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Se per esempio il coefficiente di attrito vale 0.2, si puo` determinare il campo
di tensione di τ1 (fig. 1.6).
Figura 1.6: Campo di tensione di τ1 per µ = 0.2
1.5 Cenni sulla presenza di lubrificazione
Affiche` due superfici scorrano tra loro in maniera soddisfacente, occorre uti-
lizzare un fluido librificante.
A seconda dello spessore dello strato di lubrificante tra le due superfici si
hanno due diversi fenomeni:
1. Quando lo strato di lubrificante e` molto sottile (dell’ordine dei picchi
delle alle asperita` superficiali), esso serve solamente per evitare l’ade-
sione tra le due superfici e ridurre il coefficiente d’attrito. In questo
caso si parla di lubrificazione limite
2. Quando lo strato di lubrificante e` piu` spesso, esso possiede sufficiente
pressione da sopportare il carico normale senza mettere in contatto le
due superfici. In questo caso si parla di lubrificazione elastoidrodina-
mica (EHD)
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Viene ora descritto il modo in cui il fluido sopporta il carico. Si suppone
che il fluido sia incomprimibile ed avente viscosita` η. I due corpi si muovono
con velocita` V1 e V2 (vedi fig. 1.7). Si ipotizza inoltre che la velocita` delle
particelle il direzione perpendicolare allo strato del fluido sia nulla e percio` la
variazione di pressione nel fluido lungo lo spessore sia trascurabile. Per bassi
numeri di Reynolds e` trascurabile anche l’inerzia. L’equazione di equilibrio
Figura 1.7: Equilibrio della particella fluida

























(z2 − hz) + (V1 − V2)(z/h) + V2 (1.34)















Per la continuita` F e` la stessa per ogni sezione, anche per h = h∗, dove dp/dx
e` zero:
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Conoscendo la distanza h(x) tra i due profili e` possibile ricavare p(x). Adesso
l’equazione di Reynolds verra` applicata a due corpi cilindrici che strisciano
l’uno sull’altro in presenza dello strato di lubrificante.
1.5.1 Cilindri rigidi
La distanza tra le due superfici e` illustrata in figura 1.8 ed e` espressa da:
h ≈ h0 + x2/2R (1.38)
dove 1/R = 1/R1 + 1/R2 e h0 e` la distanza per x = 0. Sostituendo nella












dove h∗ e` lo spessore del fluido nel punto in cui dp/dx e` zero. Facendo la
sostituzione di variabile γ = tan−1{x/(2Rh0)1/2} l’equazione 1.39 puo` essere
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dove γ∗ = tan−1{x∗/(2Rh0)1/2} e x∗ e` il valore di x quando h = h∗ e
dp/dx = 0. I valori di γ∗ ed A si ricavano dalle condizioni al contorno.
Ponendo p = 0 per x = ±∞ si ottiene la distribuzione di pressione illustrata
dalla curva A della figura. Questo risultato non e` realistico in quanto non
si prevede una pressione negativa. Tenedo infatti conto di effetti dovuti al-
la tridimensionalita` del flusso si ottiene la curva B. Il valore x∗ si ottiene,




p(x)dx = 2.45(V1 + V2)Rη/h0 (1.41)
1.5.2 Cilindri elastici
Occorre tenere conto che sotto il carico di pressione i cilindri si deformano
elasticamente. Utilizzando le equazioni costitutive descritte in precedenza si
ricavano gli spostamenti normali sulla superficie (u¯z1 e u¯z1). In questo modo
la distanza diventa:
h(x) = h0 +
x2
2R
+ {u¯z1(x)− u¯z1(0)}+ {u¯z2(x)− u¯z2(0)} (1.42)
che si puo` scrivere come:










A questo punto si applica l’equazione di Reynolds e si ricava p(x). E’ utile
introdurre un parametro che rappresenti l’elasticita` dei cilindri per vedere
l’influenza sull’andamento della pressione. Questo parametro adimensionale
vale:
J = {P 2/ηR(V1 + V2)piE∗}1/2 (1.44)
In figura 1.9 si mostra come diminuendo la rigidezza del materiale il massimo
della pressione aumenti e si sposti verso la valle. Si verifica inoltre che hmin ≈
0.8h∗.
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Figura 1.9: Andamento della pressione con rigidezza dei cilindri variabile. A:
J=0 (rigido), B: J=0.536, C: J=7.42, D: J=143
1.6 Cenni sull’effetto della rugosita`
Il contatto tra solidi e` in effetti discontinuo e l’area di contatto e` una frazione
dell’area nominale, valida per superfici lisce. Le superfici reali presentano
delle asperita` distribuite casualmente. Per ricavare i profili vengono utilizzati
dei profilometri e vengono estratte informazioni statistiche.
Prima di tutto occorre trovare la linea media del profilo per cui lo scarto







Con z si indica l’altezza di un punto generico del profilo rispetto alla linea
media (fig. 1.10). Un parametro statistico molto importante e` la deviazione
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Figura 1.10: Profilo con asperita`







Se i due profili possiedono deviazioni standard rispettivamente σ1 e σ2, il
modello di Greenwood&Williamson [1] suggerisce di sostituire il contatto tra
i due corpi con un contatto tra una superficie liscia ed una avente deviazione
standard equivalente σ = (σ1 + σ2)
1/2.
Ipotizzando distribuzioni di tipo gaussiano, si definisce σs la deviazione stan-
dard dei picchi delle asperita` , con z¯s la distanza tra la linea media del profilo
e la linea media dei picchi e con d la distanza dalla linea media del profilo e
la superficie piatta (fig. 1.11). I risultati del modello indicano che la zona di
Figura 1.11: Contatto tra profilo con asperita` e superficie liscia
contatto si estende maggiormente rispetto a quella nominale, per cui il valore
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dove R e` il raggio di curvatura equivalente e P e` la risultante della pressione
normale ottenuta con la teoria di Hertz. In figura 1.12 si osserva l’influenza
della rugosita` sull’andamento delle pressioni di contatto.
Figura 1.12: Influenza della rugosita` sull’andamento delle pressioni di
contatto
1.7 Applicazione della teoria alle ruote
Lo scopo della presente tesi consiste nel ricavare, tramite analisi di ruote
modellate con due software (ANSYS ed HELICAL2D), valori di riferimento
per i fenomeni di fatica superficiale e di fatica alla base del dente. Questi
valori costituiscono infatti dei parametri di riferimento che vengono normal-
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mente usati nella progettazione e possono essere confrontati con i risultati
sperimentali.
Per questo motivo, per le analisi del contatto affrontate nella presente tesi,
le caratteristiche del contesto prescindono dai parametri tribologici.
Nella modellazione infatti i denti sono assunti lisci e si trascura l’effetto dell
lubrificazione e dell’attrito. L’uso dei programmi per l’analisi di tali fenome-
ni non e` da escludersi in linea di principio.
Tuttavia tali modelli risulterebbero molto onerosi dal punto di vista com-
putazionale ed i risultati ottenuti non sarebbero utilizzabili allo scopo di
progettare gli ingranaggi con gli attuali metodi in uso.
Capitolo 2
Contatto tra due cilindri in 2D
Il primo approccio all’analisi consiste nel realizzare un modello bidimensiona-
le, simulando il contatto tra due cilindri paralleli di lunghezza infinita. Nella
realta` questo modello e` valido solo per la sezione centrale dei denti di ruote
dentate larghe dove valgono le ipotesi di plane strain. Il grosso vantaggio
consiste nel fatto che tale modello e` piu` semplice da realizzare e richiede
tempi di calcolo minori. Inoltre serve a capire come alcune grandezze, per
esempio l’entita` del carico ed il rapporto tra i raggi di curvatura, influiscono
le pressioni di contatto ed i loro gradienti nelle zone ad esso vicine.
2.1 Applicazione della teoria di Hertz ai due
cilindri
Per quanto riguarda il problema del contatto tra le due superfici curve dei
cilindri, e` possibile confrontare i risultati della modellazione agli elementi
finiti con quelli della teoria di Hertz. Per applicare la teoria sono necessari i
seguenti dati:
- i raggi di curvatura dei cilindri in contatto
- il materiale di cui sono fatti i cilindri
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- il carico che li porta a contatto (forza/unita` di larghezza dei cilindri)1
Le formule di Hertz consentono di ricavare:
• la semiampiezza della zona di contatto
• la pressione massima di contatto
La teoria fornisce anche informazioni sul gradiente della pressione stessa: il
valore massimo si trova nel punto di contatto e decresce allontanandosi da
esso. Le formule per ottenere queste grandezze sono illustrate in 2.1 e 2.2

























Il materiale utilizzato per entrambi i cilindri e` l’acciaio, i cui valori sono:
Moduli di Young: E1 = E2 = 206 10
3 [ MPa ]
Moduli di Poisson: ν1 = ν2 = 0.3
(2.4)





1Nella modellizzazione delle ruote dentate che verra` effettuata nel capitolo 5, la larghez-
za indica l’estensione della zona di contatto in direzione degli assi delle ruote. Trascurando
eventuali disassamenti tra gli assi delle ruote e bombature delle superfici in contatto, questo
valore coicide con la larghezza dei denti.
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2.2 Modellazione agli elementi finiti con AN-
SYS
Una ipotesi fondamentale e` quella per cui la pressione di contatto influenza
solo una zona limitata dei cilindri, attorno al contatto stesso, per cui e` inutile
ricreare per intero tutta la geometria dei cilindri. E’ sufficiente considerare
solo i settori circolari interessati dal contatto stesso (vedi figura 2.1).
Figura 2.1: Riduzione delle parti modellate
Considerazioni riguardo all’ampiezza di questo settore e al rapporto tra il
raggio esterno e quello interno dei cilindri verranno prese in considerazione
in un paragrafo successivo. Per una corretta modellazione in ANSYS occorre
scegliere adeguatamente il tipo di elementi e la disposizione di carichi e vin-
coli. Per quanto riguarda il tipo di elementi, essi sono descritti in appendice.
Per quanto riguarda la disposizione dei carichi e dei vincoli, occorre prestare
molta attenzione perche` una scelta sbagliata del loro posizionamento com-
porta grossi errori rispetto ai valori previsti in linea teorica. Questo non
significa che la soluzione si sbagliata di per se`, ma che essa non rispecchia le
ipotesi fatte a livello teorico.
La figura 2.2 illustra il metodo utilizzato per inserire carichi e vincoli in
ANSYS. La regione rigida e` un sistema potente che consente di applicare i
carichi ed i vincoli in due soli punti. La forza e` applicata al centro del cilindro
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Figura 2.2: Uso della regione rigida in ANSYS
inferiore, mentre i vincoli sono applicati al centro del cilindro superiore. La
forza sul nodo si ripartisce sulla superficie non in maniera uniforme ma in
funzione della rigidezza relativa delle varie parti del cilindro inferiore.
Per quanto riguarda i risultati, e` stato creato un percorso (path), cioe`
una linea (vedi fig. 2.2) lungo la quale il programma riporta la serie dei
valori di σy appartenenti agli elementi attraversati dal path stesso. E’ cos`ı
possibile creare dei grafici con il percorso in ascisse e le pressioni in ordinate
e confrontare cos`ı il valore massimo con quello previsto dalla teoria di Hertz.
2.2.1 Forma della mesh preliminare
Nelle analisi che seguono si sono confrontati i risultati numerici delle pressioni
massime di contatto con i valori teorici forniti dalla formula di Hertz. In
seguito a numerose prove si e` trovata una forma di mesh che ha fornito una
sufficiente precisione rispetto ai valori di Hertz e non ha richiesto eccessivi
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tempi di calcolo. In accordo con [3], [4], occorre creare una mesh in cui la
finitura degli elementi aumenti nelle zone a maggiore gradiente di tensione
σy, cioe` nella zona di contatto. La scelta e` stata percio` quella di creare 4
infittimenti uno interno all’altro attorno alla zona di contatto, aventi la forma
di settori circolari (vedi fig. 2.3).
Lo scopo di questa mesh e` stato quello di poter valutare gli effetti delle
semplificazioni ipotizzate per vari casi di infittimento, oltre che gli effetti di
parametri caratteristici del problema quali carico applicato e geometria. Nei
grafici seguenti si definiscono i casi “no refine”, “refine”,“refine2”,“refine3”,“refine4”
rispettivamente come le analisi effettuate senza infittimento o con piu` in-
fittimenti uno dentro l’altro. C’e da ricordare che ogni refine dimezza le
dimensioni degli elementi. Per avere un’idea di come si presenta la distribu-
Figura 2.3: Tipo di mesh: 4 infittimenti uno interno all’altro
zione di pressioni all’interno del cilindro equivalente si possono osservare le
fig. 2.4, 2.5 che mostrano i risultati ottenuti grazie ad ANSYS. In tutti i casi
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che verranno esaminati in seguito l’andamento delle pressioni sara` sempre
simile a quello illustrato nelle figure, per cui basta illustrare un singolo caso,
per esempio quello con F = 1000 N/mm e λ = 1.
Figura 2.4: Tensioni di compressione lungo l’asse verticale
L’andamento delle pressioni di contatto in superficie al variare del livello di
infittimento della mesh e` illustrato in figura 2.6. Come si vede dalla figura,
la precisione dell’andamento rispetto a quello di Hertz dipende fortemente
dal numero di elementi in contatto, ovvero dalle dimensioni degli elementi
sulla superficie rispetto alla gradezza “a”. Nella tabella seguente e` illustrato
il numero di elementi in contatto al variare dell’infittimento.






Si e` scoperto quindi che l’infittimento superficiale deve consentire un
numero sufficiente di elementi a contatto, almeno una decina.
2.3 Riduzione della complessita` del problema 29
Figura 2.5: Ingrandimento della zona di contatto
















Figura 2.6: Andamento delle pressioni di contatto
2.3 Riduzione della complessita` del problema
2.3.1 Uso della simmetria
L’uso della simmetria consente di ridurre notevolmente la mole di lavoro a
carico del processore, in quanto viene dimezzato il numero di elementi. Que-
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sto significa in buona approssimazione dimezzare anche il numero di nodi
e quindi di gradi di liberta` del problema. Per un confronto tra i tempi di
calcolo vedere i risultati in appendice.
La validita` dell’uso della simmetria e` dimostrato a livello teorico; e` stato ne-
cessario verificarla anche con il modello agli elementi finiti, facendo variare
dei parametri in modo da dimostrarne la validita` in ogni condizione. Pren-





= 1, 2, 5 (2.6)
F = 1000, 100000, 300000 [N/mm] (2.7)
Va ricordato che, essendo il modello bidimensionale, F va inteso come
carico su unita` di larghezza dei cilindri. I valori di F sono molto superiori a
quelli effettivamente applicati alle ruote test 80−80 (attorno ai 400 N/mm),
ma in questo caso servono per dimostrare la validita` del modello semplifica-
tivo per una grande varieta` di carichi. Inoltre quello che conta non e` solo il
carico applicato, ma anche la curvatura relativa tra i due profili. Utilizzando
il programmaMATLAB si sono ricavati i grafici delle figure 2.7, 2.8, 2.9. Per
brevita` vengono mostrati solo i casi con λ = 1. Con y si intende la profondita`
rispetto al punto di contatto.
Come si puo` osservare da queste figure, il modello dimezzato riproduce
bene quello intero, per cui l’ipotesi di simmetria puo` essere considerata valida,
anche al variare del rapporto tra i raggi e dell’entita` del carico. Si e` inoltre
considerata la differenza tra una mesh di finitura uniforme (no refine) ed una
con una ulteriore finitura presso la zona di contatto (refine).
2.3.2 Contatto cilindro-piano equivalente
Un’ulteriore semplificazione puo` essere fatta osservando le formule della teo-
ria di Hertz: la pressione massima di contatto dipende non dalle singole
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Figura 2.7: Confronto tra simmetria e non simmetria, λ = 1, F =
1000 N/mm
















Figura 2.8: Confronto tra simmetria e non simmetria, λ = 1, F =
100000 N/mm
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Figura 2.9: Confronto tra simmetria e non simmetria, λ = 1, F =
300000 N/mm
curvature dei cilindri, ma dalla curvatura relativa tra essi. Si puo` quindi













Ci si riconduce cioe` allo studio di due cilindri uguali di raggi R′ = 2R∗, per
cui vale sempre λ = 1. Questo significa che la superficie di contatto sara` si-
curamente piana e percio` uno dei due cilindri equivalenti (per esempio quello
superiore) puo` essere sostituito con un piano rigido. Questa semplificazione e`
molto importante perche` viene rappresentato soltanto 1/4 di cilindro in con-
tatto con un piano. Questa geometria e` piu` veloce da analizzare utilizzando
gli elementi finiti (vedi fig. 2.10).
Anche in questo caso occorre verificare che questa ipotesi semplificativa sia
valida. L’analisi con ANSYS fornisce i risultati che si possono osservare nelle
figure 2.11, 2.12. Per brevita` vengono mostrati solo i casi con λ = 1.
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Figura 2.10: Passaggio al modello cilindro-piano equivalente
2.4 Errori rispetto alla teoria di Hertz
Le successive analisi sugli errori sono servite non tanto per ottenere il migliore
rapporto precisione/tempo di calcolo (in quanto non si e` ancora ottimizzata
la forma della mesh), quanto per acquisire sensibilita` rispetto a parametri
quali: lo spessore dei cilindri simulati, il carico applicato e il livello di infit-
timento. Infatti la forma della mesh e` la stessa utilizzata precedentemente.
Essa verra` ottimizzata nel capitolo 3. Si e` comunque stabilito che anche con
questa forma della mesh gli errori rispetto ai valori di Hertz non debbano
essere superiori al 2%, questo per garantire una certa affidabilita` alle analisi.
2.4.1 Errori dipendenti dallo spessore
Nelle analisi precedenti si e` ipotizzato che il raggio interno dei cilindri fosse
pari a 3/4 del raggio esterno, cioe` Rin = 0.75×Rout.
Si e` provato a far variare lo spessore del cilindro, passando gradualmente
da Rin = 0.2 × Rout a Rin = 0.7 × Rout in modo da studiarne l’effetto. La
figura 2.13 mostra l’errore percentuale del valore di pressione rispetto a quella
di Hertz. Le analisi sono state fatte con la struttura “refine4”, cioe` quella che
presenta il maggiore infittimento nella zona di contatto tra le mesh realizzate
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Figura 2.11: Confronto tra 2 cilindri e cilindro-piano equivalente, λ = 1,
F = 1000 N/mm



















Figura 2.12: Confronto tra 2 cilindri e cilindro-piano equivalente, λ = 1,
F = 100000 N/mm
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(vedi fig. 2.3).
Dalla figura si nota come i risultati convergono a determinati valori di errore












Figura 2.13: Errore percentuale in funzione dello spessore
aumentando lo spessore dei cilindri. Questo accade perche` per piccoli valori
di spessore il bordo interno vincolato dei cilindri risulta essere troppo vicino
alla zona di contatto, nella quale il gradiente delle pressioni e` relativamente
grande e questo influisce fortemente i risultati.
I risultati mostrati in figura indicano che:
• Aumentando lo spessore gli errori convergono a valori diversi da 0 in
quanto si sta utilizzando una forma di mesh non ottimizzata.
• Per piccoli valori di spessore il bordo interno vincolato dei cilindri ri-
sulta essere troppo vicino alla zona di contatto, nella quale il gradiente
delle pressioni e` relativamente grande e questo non rende piu` valido il
confronto con la teoria di Hertz.
• Lo spessore non influenza i risultati quando esso e` relativamente gran-
de rispetto alla zona di contatto. Questo si verifica per esempio nel
contatto tra le ruote dentate studiate nel capitolo 5.
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• Aumentando il carico la precisione migliora in quanto sulla superficie
e` presente un numero maggiore di elementi a contatto.
2.4.2 Errori dipendenti dall’infittimento
Prendendo come esempio il caso F = 100000 N/mm, λ = 1 e` stata analizza-
ta l’influenza del livello di infittimento della mesh sul valore della massima
pressione di contatto. Con n e` indicato il numero di infittimenti presenti. In
figura 2.14 e` illustrato l’errore percentuale rispetto alla pressione di Hertz. Si
nota come all’aumentare del numero di infittimenti la soluzione converge ad
un valore che pero` non coincide con quello di Hertz, come nell’analisi prece-
dente. Con questi tipi di mesh non si puo` ottenere un errore minore dell’1%,
valore che e` comunque sufficientemente basso.











Figura 2.14: Errore percentuale in funzione dell’infittimento
2.4.3 Errori dipendenti dal valore del carico
Mantenendo fisse la geometria e la forma della mesh (sempre quella con 4
infittimenti) si e` fatto variare il carico in modo da osservare la variazione
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dell’errore percentuale (vedi fig. 2.15). Il particolare andamento e` dovuto al
fatto che per bassi carichi la finitura della mesh non e` sufficiente per avere
risultati precisi, visto lo scarso numero di elementi in contatto. Invece per
carichi alti non e` piu` valida l’ipotesi di Hertz in quanto il massimo della
pressione non si trova sulla superficie di contatto. Si verifica infatti che
quando il carico supera un certo valore, la massima tensione σy si sposta
verso l’interno del cilindro, come si vede in figura 4.14. Questo fenomento e`
studiato piu` approfonditamente al paragrafo 4.3.













Figura 2.15: Errore percentuale in funzione del carico applicato
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Capitolo 3
Ottimizzazione della mesh
3.1 Ipotesi su carico e raggio
Per ricavare la migliore forma della mesh si e` analizzata una sola condizione
di carico e di raggi di curvatura. Questo perche` e` stato possibile sfruttare
la similitudine presente nella teoria di Hertz: ci si puo` ricondurre ad un
caso solo purche` si scelga di utilizzare la semiampiezza di contatto ‘a’ come
grandezza caratteristica del problema. Si e` scelto il caso:
F = 10000 N/mm , R
′
= 100 mm (3.1)
3.2 Ricerca della mesh migliore
Nelle analisi precedenti riguardanti le semplificazioni sulla geometria era sta-
to usato un tipo di mesh di primo tentativo relativamente onerosa in termini
di tempi di calcolo, che e` servita soltanto ad analizzare le precedenti ipotesi
semplificative sulla geometria. Non era stato svolto uno studio approfondito
sulla struttura degli elementi che potesse consentire una buona precisione
rispetto ai risultati forniti da Hertz e contemporaneamente non richiedere
eccessivi tempi di calcolo.
Partendo quindi dalla geometria cilindro-piano si sono svolte numerose pro-
ve basate sull’idea che la forma migliore dovesse essere caratterizzata da un
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maggiore infittimento nella zona di contatto. Per ridurre il numero di para-
metri liberi in gioco e per evitare eccessivi tempi di calcolo, si e` pensato di
partire da una mesh formata in gran parte da elementi non rifiniti di dimen-
sioni relativamente grande ma comunque dipendente dalla semiampiezza di
contatto ‘a’ ed aventi forma opportuna (quadrata o rettangolare) e inoltre di
realizzare due infittimenti uno interno all’altro in una zona molto ristretta
attorno al punto di contatto. Infatti se si illustra l’andamento della pressione
di contatto lungo l’asse ‘y’ della profondita` si osserva che una mesh grosso-
lana riesce a riprodurre abbastanza bene l’andamento a partire da una certa
distanza da punto di contatto. Vicino a questo punto invece si ha una forte
variazione della pendenza, ed e` qui che occorre infittire.
Per la profondita` del primo infittimento (yP1) si e` utilizzato il punto di mas-
sima curvatura della funzione. Per la profondita` del secondo ulteriore infit-
timento (yP2) si e` utilizzato il punto di flesso della funzione. Sono entrambi
dei punti vicini alla zona di contatto rispetto al raggio, zona che deve essere
meglio rappresentata. La figura 3.1 mostra la posizione di questi punti.










Figura 3.1: Profondita` delle due zone infittite
Il passo successivo e` stato quello di mettere in relazione queste due misure
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con la grandezza caratteristica del problema: la semiampiezza dell’impronta
di contatto. Prove effettuate con elementi molto rifiniti hanno fornito valori
pari a:
yP1 ' 1.32a yP2 ' 0.74a (3.2)
Per avere una buona forma della zona infittita si e` scelto di prendere i valori
pari a multipli interi di ‘a’.
yP1 = 2a yP2 = a (3.3)
Una volta stabilite le profondita` dei due infittimenti sono rimasti da
stabilire 3 parametri:
• le dimensioni degli elementi di partenza
• la larghezza delle due zone infittite
• i livelli di infittimento per queste due zone
Per quanto riguarda il primo punto sono state fatte varie analisi con differenti
dimensioni dell’elemento di partenza. Si e` scelto, in base al grafico di figura
3.2, che il lato dell’elemento non infittito ‘l’ deve essere lungo ‘a’, in quanto
per dimensioni maggiori l’errore cresce vistosamente, mentre per dimensioni
piu` piccole l’errore rimane quasi costante, aumentando pero` il tempo di cal-
colo.
Inoltre per verificare quale fosse la forma migliore per gli elementi non in-
fittiti sono state analizzate 4 differenti configurazioni, illustrate in figura 3.3.
L’uso delle diverse configurazioni non ha comportato grosse differenze di er-
rore rispetto a Hertz (fig. 3.4) ma ha influito sul tempo di calcolo, per cui
alla fine si e` scelta la configurazione 1.
Per quanto riguarda il livello di infittimento occorre prestare attenzione
la numero di elementi in contatto. Essi non devono essere pochi per non
generare errori eccessivi rispetto alla pressione fornita da Hertz. Il grafico
di figura 3.5 mostra come sia necessario avere circa 20 elementi in contatto
lungo la semiampiezza ‘a’ per ottenere un valore di errore ² minore dell’1%.
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Figura 3.2: Errore rispetto alle dimensioni dell’elemento non rifinito (l)
Figura 3.3: Configurazioni degli elementi di partenza
Questo valore e` stato ottenuto imponendo la lunghezza degli elementi pari ad
a/18 nella zona di contatto e a/6 nella zona attorno ad essa. Grazie a queste
ipotesi si e` infine trovata una mesh efficace, illustrata nello schema di figura
3.6. La mesh utilizzata risulta essere in accordo con quella illustrata in [5],
dove e` analizzato il medesimo problema delle superfici curve in contatto. La
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Figura 3.4: Variazione dell’errore per le varie configurazioni










Figura 3.5: Variazione dell’errore ² in funzione del numero di elementi in
contatto (n)
figura mostra come sia necessario prolungare la zona di maggiore infittimento
per una larghezza pari a 2a. Questo significa che e` importante avere elementi
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Figura 3.6: Schema della della mesh definitiva
molto piccoli anche nella zona fuori dal contatto. Per larghezze superiori a
2a l’errore non diminuisce significativamente, per cui si e` scelta la misura
pari a 2a. Questa configurazione ha fornito un errore pari a −0.82% con
un tempo di calcolo molto breve. Dato che l’errore rispetto al valore di
Hertz e` minore dell’1%, tale valore puo` essere considerato accettabile. Le
figure 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11 mostrano il numero di elementi a contatto, le
sollecitazioni SY , SX , S1 ed S2. La figura 3.9 mostra come fosse necessario,
per avere un errore piu` piccolo, infittire anche nella zona compresa tra 2a e
3a, dove i valori di tensione SX sono ancora significativi.
3.3 Problema del mismatch
Dato che la configurazione precedente fornisce informazioni da utilizzare nel
contatto tra ruote dentate, occorre esaminare l’effetto del disallineamento,
dovuto al fatto che non sempre gli elementi in contatto presentano i nodi
coincidenti (vedi figura 3.12. Questo scostamento puo` generare degli errori e
conviene valutarne l’entita`. E’ stato definito ”Periodo proprio dell’elemento”
la lunghezza pari alla dimensione dell’elemento rifinito nella zona di contat-
to. Per Periodo proprio=1 i nodi di due elementi a contatto sono di nuovo
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Figura 3.7: Andamento della pressione di contatto
Figura 3.8: Stato di tensione Sy
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Figura 3.9: Stato di tensione Sx
Figura 3.10: Stato di tensione S1
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Figura 3.11: Stato di tensione S2
coincidenti ma e` presente un piccolo angolo di rotazione tra i due cilindri. Si
definisce ²0 l’errore percentuale rispetto alla rotazione nulla. La figura 3.13
mostra come varia l’errore in funzione del periodo proprio: i due minimi si
presentano in corrispondenza della coincidenza dei nodi. L’errore comunque
rimane molto contenuto e si puo` quindi considerare un fenomeno secondario.
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Figura 3.12: Disallineamento delle superfici di contatto











Figura 3.13: Andamento dell’errore rispetto alla rotazione nulla
(F=10k [N/mm]- 16 elementi in contatto)
Parte II




In questo capitolo verranno determinate le curvature dell’evolvente con e
senza spoglia per le ruote test 80 − 80. Si sono studiati i casi di spoglia
lineare e spoglia parabolica applicate ai profili. Conoscendo le curvature dei
profili e le forze di contatto punto per punto e` possibile determinare i valori di
pressione stimati con la formula di Hertz. Seguendo la metodologia illustrata
in [6], questi valori sono stati confrontati con quelli forniti dal modello in
ANSYS descritto nel capitolo 5.
4.1 Curvatura dell’evolvente con e senza spo-
glia
Il profilo del dente e` un evolvente, corretto con la presenza di una modifica
di profilo (spoglia) che e` illustrata in fig. 4.1. Il parametro che descrive lo
sviluppo l’evolvente e` l’angolo ϑ, mentre il luogo dei suoi punti e` indicato dal
raggio r(ϑ). Questo angolo parte da zero quando r e` uguale al raggio di base
Rb. Le componenti di r(ϑ) sono illustrate nella formula 4.1. L’evolvente ha
inoltre un versore normale definito dalla formula 4.2.
~r(ϑ) =

Rb cos(ϑ) +Rbϑ sin(ϑ)
Rb sin(ϑ)−Rbϑ cos(ϑ)
 (4.1)






Per quanto riguarda la spoglia, cioe` la correzione da dare al profilo, sono
stati studiati i casi sia con spoglia lineare che con spoglia parabolica (vedi
fig. 4.2). Gli schemi delle spoglie da applicare ai profili sono illustrati nelle
figure 4.3 e 4.4, con i valori non in scala per renderle visibili. Chiamiamo
sp(ϑ) la quantita` di materiale in mm che deve essere asportata dal profilo.
Per entrambi i profili si indicano con ϑin c, ϑin sp, ϑfin c rispettivamente gli
angoli ϑ che corrispondono all’inizio del contatto, all’inizio della zona corret-
ta con la spoglia e alla fine del contatto.
Il raggio che parte dal centro della circonferenza di base e descrive i punti
del profilo completo e` descritto nell’eq. 4.3. A questo punto, per trovare la
curvatura, occorre fare la derivata prima e la derivata seconda di ~rc(ϑ) ed
utilizzare la formula 4.4. Le formule utilizzate per ricavare le curve del-
l’evolvente corretto sono presenti in [6]. Per quanto riguarda il trocoide la
procedura di calcolo e` illustrata in [7].
~rc(ϑ) = ~r(ϑ) + ~n(ϑ)sp(ϑ) (4.3)
C(ϑ) =
|~rc ′(ϑ)× ~rc ′′(ϑ)|
|~rc ′(ϑ)|3 (4.4)
Le curvature sono illustrate nelle figure 4.5 e 4.6.
4.2 Calcolo delle pressioni di Hertz
Note le forze e le curvature in funzione di ϑ, e` ora possibile ricavare i valori
delle pressioni di Hertz usando l’eq. 2.1 e confrontarli con i valori ricavati
con l’ANSYS e l’HELICAL2D (fig. 4.7, 4.10, 4.9, 4.11, 4.12, 4.13). I due
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Figura 4.1: Evolvente














Figura 4.2: Valori della spoglia lungo l’evolvente
picchi alle estremita` dell’arco di contatto sono dovuti al fatto che nella zona
di fine evolvente e` presente il contatto di testa. Il raggio di curvatura quindi
aumenta molto e la zona di contatto e` ridotta. Non sono piu` valide le ipotesi
di Hertz e l’andamento delle pressioni si discosta da quello tipico che ha il
massimo nella zona centrale del contatto [8].
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Figura 4.3: Schema delle spoglie lineari da applicare ai profili (valori non in
scala)
Figura 4.4: Schema delle spoglie paraboliche da applicare ai profili (valori
non in scala)
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Figura 4.5: Curvatura relativa del punto di contatto tra i due profili corretti
con spoglia lineare













Figura 4.6: Curvatura relativa del punto di contatto tra i due profili corretti
con spoglia parabolica
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Nel caso della spoglia lineare sono presenti ulteriori picchi nella zona
centrale (vedi [9]) e sono dovuti al fatto che nei punti di inizio spoglia c’e`
un brusco cambiamento di direzione e quindi il raggio di curvatura tende a
0. La figura 4.8 mostra l’andamento delle pressioni di contatto nel model-
lo in HELICAL2D in questi particolari punti. L’andamento e` differente da
quello di Hertz in quanto non e` soddisfatta l’ipotesi di semispazio: e` presen-
te una singolarita` di natura geometrica che non puo` essere adeguatamente
rappresentata con una discretizzazione agli elementi finiti.
In questi punti il valore massimo di pressione dipende da quanti punti
sono stati usati per rappresentare l’evolvente corretto. Infatti per rappresen-
tare il profilo viene creata una spline che unisce tutti questi punti. Il valore
di curvatura di questa linea nel punto di inizio spoglia dipende infatti dal
numero di punti che essa unisce. Un minore numero di punti utilizzati com-
porta una maggiore distanza tra essi e quindi valori piu` piccoli di pressione,
in quanto essa si distribuisce su elementi superficiali di maggiore lunghezza.
Viceversa, aumentando il numero di punti il valore di pressione cresce. Non
e` possibile quindi ottenere un valore realistico di pressione. Di conseguen-
za i valori di curvatura in corrispondenza dei punti di inizio spoglia A e B
illustrati figura 4.5 in non hanno significato.
4.3 Definizione di un parametro di confronto
Per mettere in relazione i dati ricavati con il contatto tra due cilindri e quelli





In questo modo si ottiene l’equazione 4.6 in termini di parametri adimensio-
nali. Il termine adimensionale p0/E
∗ risulta essere funzione solo di µ. La
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Figura 4.7: Confronto tra i valori delle pressioni per M=400 Nm con spoglia
lineare
Tooth 80
Figura 4.8: Andamento delle pressioni di contatto nel punto di inizio spoglia
per M=400 Nm (spoglia lineare)
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Figura 4.9: Confronto tra i valori delle pressioni per M=400 Nm con spoglia
lineare















Figura 4.10: Confronto tra i valori delle pressioni per M=500 Nm con spoglia
lineare
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Figura 4.11: Confronto tra i valori delle pressioni per M=500 Nm con spoglia
lineare

















Figura 4.12: Confronto tra i valori delle pressioni per M=400 Nm con spoglia
parabolica
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Figura 4.13: Confronto tra i valori delle pressioni per M=500 Nm con spoglia
parabolica
Questo parametro e` molto importante, perche` consente di confrontare delle
tipologie di contatto differenti tra loro in termini di carichi, di curvature e
di materiale. Quello che conta e` il valore della pressione massima, cioe` di µ.
Per il caso del contatto tra due cilindri uguali in acciaio si era notato che le
ipotesi di Hertz non venivano piu` soddisfatte con i parametri R∗ = 50 mm
e F = 300000 N/mm: con questi valori comincia a non essere piu` valida
l’ipotesi di avere una piccola area di contatto rispetto al raggio. Infatti si
e` ossevato che all’aumentare del carico il massimo della pressione si sposta
gradualmente verso l’interno dei cilindri (vedi fig. 4.14). Si e` quindi stabilito
che questa e` la condizione critica da non superare, altrimenti la teoria di Her-
tz non puo` piu` essere usata. Il valore critico di µ e` illustrato nella formula 4.7.
µCRITICO =
300000 N/mm
pi 113190 MPa 50 mm
= 0.0169 (4.7)
Si puo` ora confrontare questo valore con il µ calcolato in ogni posizione di
contatto reciproca tra i profili (vedi fig. 4.15). Come si osserva, la condizio-
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ne di contatto tra i denti e` molto lontana dalla zona critica ed e` possibile
accettare i risultati trovati.










Figura 4.15: Confronto tra i valori di µ e µCRITICO
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Capitolo 5
Confronto delle analisi tra
ANSYS e HELICAL2D
5.1 Creazione del modelli in ANSYS e HE-
LICAL2D
In questo capitolo si mostra come la mesh trovata nel capitolo 3 sia stata
applicata alle ruote dentate dell’ingranaggio 80 − 80 (oggetto di studio spe-
rimentale del dipartimento DIMNP ing Pisa per conto di AVIO SpA Torino)
utilizzando il programma ANSYS. Il modello creato e` bidimensionale, per
cui non tiene conto degli effetti di bordo dei denti lungo la larghezza e di
eventuali disallineamenti tra gli assi delle due ruote.
Per non appesantire eccessivamente il modello le ruote sono state rappresen-
tate soltanto con cinque denti. E’ stato poi studiato lo sviluppo del contatto
tra i profili soltanto per la coppia centrale di denti.
Per quanto riguarda carichi e vincoli la ruota superiore e` stata bloccata
sul lato interno, mentre al centro della ruota inferiore e` stato applicato un
momento torcente pari a 500 Nm che va a scaricarsi sulla parte interna della
corona (vedi fig. 5.1). Per applicare lamesh si sono dovuti determinare i punti
di contatto e creare dei sistemi di riferimento locali che che fossero solidali ad
essi al variare della posizione di ingranamento. Basandosi su questi sistemi
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Figura 5.1: Geometria e vincoli del modello
sono stati costruiti i rettangoli necessari alla definizione dell’infittimento.
Una volta determinata la forza di contatto si e` utilizzata la formula di Hertz
per il calcolo della semiampiezza di contatto ‘a’. Come nel caso dei cilindri
e` stata applicata la mesh studiata al capitolo 3 (vedi fig. 3.8). I lati dei
rettangoli interni ed esterni sono stati suddivisi rispettivamente in segmenti
di lunghezza a/18 ed a/6. Il procedimento utilizzato per la creazione dei
rettangoli si e` dimostrato robusto, in quanto ha funzionato anche in posizioni
particolarmente delicate. La figura 5.2 mostra i rettangoli, con un dettaglio
in figura 5.3. L’analisi dei contatti e` stata effettuata a differenti valori di
angoli di rotazione delle due ruote. Dato che non vengono simulati errori di
geometria di passo, tutte le informazioni possono essere ricavate dall’analisi di
un solo passo, per cui si e` scelto di analizzare un solo periodo suddividendolo
in 100 parti.
I punti di inizio e di fine contatto sono stati determinati geometricamente
intresecando la retta di contatto con le circonferenze di testa. La procedura
di creazione dei rettangoli viene attivata ogni volta che i due profili risultano
in contatto. Per ogni valore di angolo l’analisi ha richiesto circa 3 minuti di
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Figura 5.2: Rettangoli di infittimento
Figura 5.3: Dettaglio di un rettangolo
tempo sulla stessa macchina descritta in appendice.
Per quanto riguarda l’HELICAL2D, esso e` in grado di ricavare automatica-
mente la geometria delle ruote partendo da alcuni dati in ingresso. L’HELICAL2D
rappresenta tutti i denti delle ruote ed applica vincoli in maniera analoga al
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modello in ANSYS.
5.2 Risultati del confronto
Le forze e le pressioni risultanti sono riportate nelle figure 5.4 e 5.5. Come















Figura 5.4: Andamento delle forze di contatto (M=500 Nm)
si osserva dalle figure, a causa del cedimento elastico dei denti il contatto si
prolunga al di la` dei punti ricavati geometricamente. Gli andamenti di forze
e pressioni sono molto simili agli andamenti descritti da [10].
Per tenere quindi conto della deformabilita` e` stato necessario estendere la
zona di contatto.
Una volta fatto questo e` stato possibile ottenere delle curva di confronto in
cui sono mostrate, in funzione della rotazione:
• (fig. 5.6): forze di contatto
• (fig. 5.7): pressioni di contatto
• (fig. 5.8): tensioni principali (S1) alla base dei denti del pignone
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Figura 5.5: Andamento delle pressioni di contatto (M=500 Nm)
• (fig. 5.9): tensioni principali (S1) alla base dei denti della ruota
• (fig. 5.10): cedimenti angolari del pignone (ψz)















Figura 5.6: Andamento delle forze di contatto (M=500 Nm)
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Figura 5.7: Andamento delle pressioni di contatto (M=500 Nm)

















Figura 5.8: Andamento delle tensioni principali S1 del pignone (M=500 Nm)
Al capitolo 4 i risultati sono stati confrontati anche anche con i valori di
Hertz prendendo come input le curvature dei profili e la forza di contatto
ricavata con ANSYS. Per le curvature e` stato considerato il caso con spoglia
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Figura 5.9: Andamento delle tensioni principali S1 della ruota (M=500 Nm)














Figura 5.10: Andamento del cedimento angolare del pignone (M=500 Nm)
e senza. Alle estremita` sono presenti dei forti incrementi di pressione dovuti
ai contatti di testa.
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5.2.1 Conclusioni
Le figure mostrano che i modelli creati con i due programmi forniscono ri-
sultati molto simili tra loro. Questo dimostra l’affidabilita` del modello di
mesh creato nel modello ANSYS appositamente per affrontare il problema
del contatto. Un dato che potrebbe avere interesse applicativo e` il valore
delle posizioni in accesso e in recesso per cui si ha la transizione da una con-
dizione di contatto che soddisfa le ipotesi di Hertz ad una per cui si verifica il
fenomeno del contatto di testa. Le normative risultano essere eccessivamente
cautelative imponendo questi due punti in corrispondenza delle posizioni di
inizio e di fine contatto teorici (linee viola nelle figure). Si e` invece osservato
che, anche per il massimo valore di carico (500 Nm), valore per cui il feno-
meno del contatto di testa assume un’umportanza rilevante, esistono ancora
dei margini di sicurezza di circa il 5% sul valore dell’arco di ingranamento,
come si vede in figura 5.7.
Parte III
Problema del contatto di testa

Capitolo 6
Analisi del contatto di testa
6.1 Modello di contatto
In questo capitolo e` stato approfondito lo studio del contatto di testa. Quan-
do l’area di contatto si avvicina al raggio di raccordo perde di validita` l’ipotesi
di Hertz del contatto tra due profili approssimabili a semispazi per quanto
riguarda la distribuzione degli sforzi. Il problema diventa quello del contatto
tra un semispazio e una porzione di spazio.
All’avanzare della zona di contatto verso il bordo, si ha una prima fase
in cui l’aspetto della distribuzione di pressione e` simile a quello fornito dalla
teoria di Hertz ma il massimo si trova in una posizione leggermente arretrata.
Questo e` dovuto al fatto che la mancanza di materiale oltre il bordo causa
una perdita di rigidezza e quindi un maggiore cedevolezza all’estremita` [11].
Successivamente la zona di contatto si estende oltre il punto di inizio
raccordo del profilo, in cui la curvatura e` molto elevata, per cui comincia a
formarsi un picco di pressione sulla parte esterna il cui valore puo` superare
anche di molto il massimo calcolato co le usuali formule di Hertz.
Per osservare questo andamento si e` costruito un modello bidimensionale
di contatto piu` semplice rispetto a quello delle ruote dentate (vedi fig 6.1).
Sono stati messi in contatto un cilindro ed un prisma avente raggio di rac-
cordo all’angolo superiore sinistro. Le dimensioni sono state fatte variare per
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osservare la loro influenza sull’andamento della pressione di contatto.
Per quanto riguarda l’inclinazione del lato obliquo del trapezio sono stati
scelti i valori degli angoli di pressione delle ruote analizzate in precedenza,
ovvero 22.5◦ (ruote 80-80) e 20◦ (ingranaggio 365). Le analisi successive non
hanno evidenziato significative differenze nei risultati.
Per quanto riguarda il rapporto altezza/larghezza del trapezio, sono stati
analizzati i casi h = 0.5l fino ad h = 5l.
Figura 6.1: Modello per lo studio del contatto di testa
Occorre ricordare che esiste un legame tra forza applicata e raggio del
semicerchio grazie al parametro µ (vedi paragrafo 4.3). Si e` scelto di man-
tenere costante questo parametro definendo F = 100 N/mm e Rc = 10 mm,
che grazie alle formule 2.1 e 2.2, che hanno fornito i valori teorici p0 = 601
MPa e a = 0.106 mm.
La variabile principale del modello e` distx ed e` definita nella figura 6.2.
Essa rappresenta la distanza tra il centro teorico della pressione (che coincide
anche con il centro dei due rettangoli della mesh) ed il punto dove inizia il
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raccordo. Questa grandezza e` stata resa adimensionale dividendola per la
grandezza a.
Numerose prove hanno dimostrato che e` distx/a il parametro che influen-
za maggiormente l’andamento della pressione di contatto. Si e` rilevato che,
anche al variare di altre grandezze quali il raggio di raccordo ed il rapporto
altezza/larghezza del trapezio, l’andamento della pressione comincia ad al-
lontanarsi da quello teorico per distx/a ∼= 0.8. Questo valore e` stato definito
valore limite. Per distanze maggiori l’andamento somiglia a quello teorico di
Hertz: l’ampiezza dell’impronta e` analoga ma il massimo arretra leggermen-
te ed aumenta di valore a causa dell’influenza sulla rigidezza della geometria
all’estremita` (fig 6.3, 6.5, 6.7). Per distanze minori comincia a crearsi un
picco all’estremita` esterna e l’andamento e` molto diverso da quello teorico
(fig 6.4, 6.6, 6.8).
Figura 6.2: Variabili del problema
La figura 6.9 mostra un confronto tra l’andamento delle pressioni fornito
dalla teoria di Hertz basata sull’ipotesi del semispazio e l’andamento fornito
dalle analisi in ANSYS nella configurazione limite. Con x si indica la distanza
di un punto sulla superficie inferiore rispetto al centro teorico della pressione.
La conclusione di questa analisi mostra quindi che, fino a quando l’area
di contatto non si estende oltre il punto di inizio raccordo, la teoria di Hertz
puo` ancore essere considerata valida, cos`ı come l’ipotesi del semispazio.
76 Analisi del contatto di testa
Figura 6.3: Distanza dal bordo maggiore della distanza limite - Andamento
delle pressioni di contatto
Figura 6.4: Distanza dal bordo maggiore della distanza limite - Andamento
delle pressioni di contatto
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Figura 6.5: Distanza dal bordo maggiore della distanza limite - Tensioni Sy
Figura 6.6: Distanza dal bordo minore della distanza limite - Tensioni Sy
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Figura 6.7: Distanza dal bordo maggiore della distanza limite - Tensioni S1
Figura 6.8: Distanza dal bordo minore della distanza limite - Tensioni S1
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Figura 6.9: Confronto tra andamento teorico e quello ricavato con il modello
nella configurazione limite
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Le analisi precedenti hanno dimostrato che l’andamento delle pressioni di
contatto rispecchia quello della teoria di Hertz quando l’impronta del con-
tatto non supera il punto di inizio del raccordo di testa. Questo fenomeno
e` stato studiato utilizzando il software ANSYS, che consente di modellare la
geometria desiderata, in particolare tenendo conto del raggio di raccordo di
testa.
Al contrario la modellazione in HELICAL2D non consente la realizzazione
del raccordo: la curva evolvente+trocoide viene realizzata come una spline
congiungente 49 punti, e non e` possibile cambiarne il numero. Dato che il
raggio di raccordo ha una misura inferiore rispetto alla distanza tra due punti
adiacenti, esso non puo` essere realizzato (vedi figura 6.10). Il fatto che in
HELICAL2D venga aggiunto materiale fa s`ı che il fenomeno del contatto
limite si verifichi quando il punto di contatto e` spostato della lunghezza
∆ verso l’esterno rispetto al caso simulato in ANSYS. Questo significa che
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Figura 6.10: Confronto tra i due modelli nella zona di testa dei denti
quando non e` presente il raggio di raccordo in testa dente si ha un ritardo
del fenomeno per il quale si crea il picco di pressione all’estremita`. Il valore
di ∆ si ricava con la formula 6.1: definendo α l’angolo di inclinazione del
lato pari all’angolo di pressione, si ha:
∆ = Rracc tan((90− α)/2) (6.1)
Per fare avvenire il fenomeno del contatto di testa contemporaneamente nei
due programmi si e` pensato di modificare il modello in HELICAL2D ta-
gliando una parte del diametro esterno in modo che durante il contatto il
materiale cominci a mancare a partire dallo stesso punto (vedi figura 6.11).
Ovviamente i risultati non sono identici in quanto le geometrie sono di-
verse: e` stato fatto un confronto tra il modello effettivo in ANSYS e quello
modificato in HELICAL2D asportando una fetta di materiale pari a c. La
grandezza c e` legata al raggio di raccordo tramite la formula 6.2.
c = Rracc −Rraccsinα (6.2)
Il confronto e` stato fatto con un carico pari a 500 Nm, valore per cui si
verifica il contatto di testa in entrambi i modelli. Si vede quindi che per
carichi alti la correzione funziona: l’angolo di rotazione delle ruote per cui
inizia il fenomeno del contatto di testa viene previsto correttamente.
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Figura 6.11: Correzione applicata al modello in HELICAL2D
Infatti in figura 6.12 si osserva che con il modello HELICAL2D non modi-
ficato il fenomeno del contatto di testa avviene in ritardo rispetto al modello
vero in ANSYS. Invece con il modello HELICAL2D modificato il fenomeno
avviene contemporaneamente in quanto togliere materiale equivale a ridurre













Figura 6.12: Confronto tra i due modelli nella zona di testa dei denti
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Per carichi inferiori questo non e` sempre vero. Infatti il sistema non e`
valido per carichi troppo bassi per i quali in HELICAL2D non si verifica il
contatto di testa: la correzione fornisce addirittura risultati peggiori.
Per applicare correttamente la correzione occorre quindi sapere a partire
da quale carico in HELICAL2D comincia a comparire il picco di testa.
Avendo studiato soltanto le ruote 80−80, si e` rilevato che con il modello in
ANSYS con spoglie paraboliche il contatto di testa comincia a verificarsi per
un carico pari a 400 Nm, mentre con il modello in HELICAL2D si verifica
per un carico pari a 430 Nm. Nel modello in HELICAL2D la correzione
non influenza la presenza o meno del contatto di testa, modifica solo il grado
di ricoprimento: tagliando il dente si riduce, aumentandolo si ingrandisce:
si ha in pratica una traslazione orizzontale della curva. La differenza di
comportamento e` dovuta alla differente geometria modellata: e` gia` stato
detto che HELICAL2D non e` in grado di rappresentare il raggio di raccordo.
Dalla figura 6.12 si nota come nel punto di inizio del fenomeno del con-
tatto di testa il valore di pressione di contatto fornito da HELICAL2D e`
leggermente piu` basso rispetto a quello fornito da ANSYS. La differenza si
evidenzia nella figura 6.9 e si spiega col fatto che l’HELICAL2D lavora con
l’ipotesi del semispazio e quindi l’andamento delle pressioni di contatto ri-
specchia quello della teoria di Hertz. Il modello in ANSYS e` invece piu`
realistico: esso tiene conto della geometria che influenza l’andamento spo-
stando il picco massimo di pressione, che risulta leggermente piu` elevato e
verso l’interno.
La differenza dei risultati dei due modelli non va ricercata nelle dimensioni
degli elementi situati sulle superfici del contatto, dimensioni che risultano es-
sere molto simili tra loro. Questo infatti puo` essere evidenziato confrontando
i due modelli:
• Il modello in HELICAL2D applica una griglia di elementi superficiali
avente come centro il punto di contatto. Con la versione del software
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utilizzata era possibile creare al massimo 20 elementi rispettivamente a
destra e a sinistra del punto di contatto. Successivamente, sfruttando
una nuova versione del software richiesta, si e` provato un modello con
200 elementi per ogni lato, ma i risultati non sono cambiati in termini
di punti di inizio e fine del contatto di testa. L’unico cambiamento
risulta essere quello per cui, nel caso si presenti il fenomeno, i valori di
pressione sono piu` elevati e si avvicinano a quelli trovati con ANSYS.
Nel caso delle ruote 80 − 80 la dimensione degli elementi e` risultata
essere pari a l = 0.020 mm, valore costante per qualsiasi carico usato.
• Il modello in ANSYS e` piu` flessibile: in base al valore del carico il
modello riesce a prevedere, grazie alla teoria di Hertz, la semiampiezza
a dell’impronta di contatto. Si sfrutta l’algoritmo di generazione dei
rettangoli visto nel capitolo 5, e si ipotizza che la dimensione degli
elementi di contatto debba essere pari ad a/18. Per i carichi 400 Nm
e 500 Nm si hanno rispettivamente valori pari ad a = 0.291 mm ed
a = 0.325 mm, che forniscono i valori di lunghezza degli elementi pari
a l = 0.016 mm ed l = 0.018 mm, valori confrontabili a quelli del
modello in HELICAL2D.
I grafici delle figure 6.13, 6.14, 6.15, 6.16 6.17, 6.18 mostrano quello che
avviene in ANSYS e HELICAL2D al variare del carico. Solo per i casi
410 Nm e 430 Nm si e` analizzato come numero di elementi superficiali in-
fluenzi i risultati. Come gia` osservato, per carichi per cui non si presenta
il fenomeno del contatto di testa, il numero di elementi superficiali non e`
influente. Quando invece il fenomeno e` presente, si ha solo un innalzamento
dei valori di pressione nella zona di testa dovuto al maggiore infittimento
della mesh. Nelle figure 6.19, 6.20, 6.21 sono illustrati gli andamenti delle
pressioni nei punti A, B e C di figura 6.16.
In conclusione la figura 6.22 mostra, come nel modello in ANSYS, mante-
nendo gli altri parametri costanti, al diminuire del raggio di raccordo il picco
di testa tende a sparire, anche se non completamente. Questo e` dovuto al
fatto che al diminuire del raggio di raccordo di testa il fenomeno del contatto



































Figura 6.14: Confronto delle pressioni di contatto per momento=400 Nm
di testa viene ritardato e tende a verificarsi a maggiori angoli di rotazione tra
le due ruote, angoli per cui e` possibile avere gia` il distacco delle due superfi-
ci. Per il raggio di raccordo che tende a 0 i risultati del modello in ANSYS





















Hel. 20 div. senza correz.
Hel. 20 div. con correz.
Hel. 200 div. senza correz.




Figura 6.16: Confronto delle pressioni di contatto per momento=430 Nm
risultano simili a quelli forniti dal modello in HELICAL2D, che non presenta
raggio di testa.




























Figura 6.18: Confronto delle pressioni di contatto per momento=500 Nm
6.2.1 Conclusioni
Osservando nei due modelli gli andamenti delle pressioni nelle zone di contat-
to di testa, occorre ricordare che il modello in ANSYS risulta piu` realistico,
6.2 Confronto tra ANSYS ed HELICAL2D 87
Figura 6.19: Andamento della pressione al punto A
Tooth 1
Figura 6.20: Andamento della pressione al punto B
in quanto esso riproduce il raggio di raccordo di testa. Per ottenere un valo-
re piu` preciso del picco di pressione in corrispondenza del raggio di raccordo
basterebbe aumentare il livello di infittimento.
L’andamento trovato con l’HELICAL2D non e` invece realistico in quanto,
non potendo creare il raggio di raccordo, e` presente una singolarita` allo spi-
golo. Questo significa che aumentare il numero di elementi comporta valori
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Figura 6.22: Andamento del contatto di testa al variare del raggio di raccordo
(M = 400 Nm)
sempre piu` alti del picco. Teoricamente, per un numero infinito di elementi,
il picco tende a infinito.
Lo scopo presente capitolo e` stato quello di trovare le posizioni per cui avvie-
ne il fenomeno del contatto di testa. In conseguenza delle precedenti analisi
si e` allora concluso che nell’utilizzo di HELICAL2D sia cautelativo applicare
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la correzione al diamentro esterno, in quanto pur non garantendo la presenza
del fenomeno del contatto di testa per bassi carichi (questo dipende dal fatto
che non e` possibile modellare il raccordo), consente almeno di annullare il
ritardo del fenomeno stesso.
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Capitolo 7
Considerazioni finali e possibili
sviluppi
Il problema principale affrontato nella presente tesi e` stato quello di costrui-
re un modello bidimensionale di riferimento di ruote dentate sfruttando gli
elementi finiti. Il software utilizzato e` stato l’ANSYS 7.0. Esso consente
una completa controllabilita` del modello, in quanto le operazioni di creazio-
ne della geometria e della struttura degli elementi (mesh) e l’applicazione dei
carichi e dei vincoli vengono effettuate manualmente.
Per quanto riguarda la mesh, esiste in ANSYS un comando che consente di
creare automaticamente gli elementi, ma, poiche` la mesh viene effettuata pri-
ma di applicare i carichi, le dimensioni degli elementi dipendono solamente
dalla geometria del modello.
E’ stato allora necessario realizzare un modello che rendesse gli elementi di-
pendenti anche dal carico. Per fare questo si e` utilizzata la teoria di Hertz.
Una volta verificato il soddisfacimento delle ipotesi, essa fornisce importanti
informazioni sull’estensione dell’area di contatto e sul valore massimo della
pressione di contatto.
La mesh e` stata messa a punto utilizzando un modello costitiuto da due
cilindri in contatto, per il quale e` nata la soluzione analitica di riferimento.
Questo modello e` stato ulteriormente ridotto sfruttando le proprieta` di sim-
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metria assiale ed il contatto cilindro-piano. Sono state effettuate numerose
analisi al variare della geometria e dei carichi e si e` evidenziato che per avere
precisione della pressione rispetto ai valori di Hertz con errori minori dell’1%
occorre che sulla semiampiezza di contatto siano distribuiti circa 20 elementi
di tipo PLANE42, descritti in appendice.
Sfruttando questa informazione e` stata creata una mesh ottimizzata che e`
stata applicata al modello delle ruote dentate.
I risultati ottenuti nell’analisi di ingranaggi sono stati confrontati con quelli
forniti dal modello costruito con il software HELICAL2D, specializzato nel-
la modellazione delle ruote dentate. Le curve delle forze, delle pressioni di
contatto, delle tensioni alla base dei denti differiscono meno del 2% e questo
ha permesso di qualificare in modo indipendente il programma HELICAL2D.
Alcune differenze tra i due modelli si sono rilevate nella zona dei raggi di
raccordo di testa dei denti. Queste discrepanze sono state attribuite al fatto
al fatto che l’HELICAL2D non e` in grado di modellare il raggio di raccordo.
Una serie di analisiper studiare il fenomeno del contatto di testa e` stata effet-
tuata tramite un apposito modello in ANSYS. Da questi risultati e` emerso che
e` possibile usare HELICAL2D per prevedere tele fenomeno con un semplice
artificio: la riduzione del diametro esterno delle ruote dentate per eliminare
il ritardo della comparsa del fenomeno dovuto alla mancanza del raggio di
raccordo di testa.
Un possibile sviluppo della presente tesi potrebbe essere quello di appli-
care la mesh ottimizzata in modelli ANSYS in 3D di ruote dentate o in altri
modelli dove sono presenti dei contatti e dove sono soddisfatte le ipotesi di
Hertz.
E’ inoltre attesa una nuova versione del software HELICAL2D che preveda la
possibilita` di modellare il raggio di raccordo di testa, rendendo cos`ı possibile





Modellazione del contatto in
ANSYS
Le prove sono state effettuate con un computer del tipo:
• Processore Intel Pentium 4 da 2.4 GHz
• 1 GB di RAM
Il presente capitolo ha lo scopo di illustrare i criteri di modellazione
utilizzati per rappresentare al meglio il problema del contatto.
A.1 Scelta degli elementi per la mesh
Per quanto riguarda gli elementi della mesh, essendo il modello bidimen-
sionale, sono stati considerati i tipi PLANE42 e PLANE82. Il primo e` un
poligono a 4 nodi e quattro lati rettilinei, mentre il secondo e` un poligono a 8
nodi e quattro lati. Il PLANE82 si differenzia dal tipo PLANE42 in quanto
e` presente un ulteriore nodo al centro di ogni lato; inoltre i lati non sono
segmenti rettilinei ma archi di parabola che rappresentano meglio le curva-
ture dei cilindri (vedi fig. A.1). Le funzioni di forma sono definite in modo
tale che i gradienti delle tensioni lungo i lati degli elementi hanno andamento
lineare per il per il PLANE42 e parabolico per il per il PLANE82.
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Figura A.1: Tipo di elementi piani in ANSYS
In un primo momento si era scelto di usare il PLANE82 in previsione di una
maggiore precisione. Tuttavia, facendo numerose prove in ANSYS si e` visto
che a parita` di carico applicato, della geometria e della forma della mesh, i
risultati differiscono tra loro meno dello 0.2%. Questo ha consentito di effet-
tuare le analisi sempre con il PLANE42 che, dato il minore numero di nodi,
consente tempi di calcolo piu` brevi. Prendendo come esempio una delle tante
analisi effettuate sui due cilindri in contatto con la presenza di zone rifinite,
a parita` degli altri parametri si sono ottenuti i seguenti risultati:
Tipo di elemento PLANE42 PLANE82
Numero di nodi 3297 11200
Tempo di calcolo 30 sec 45 sec
Si vede come la soluzione che utilizza il PLANE42 impiega circa 2/3
del tempo di calcolo rispetto a quella con il PLANE82. Il fatto che con il
PLANE42 le superfici curve vengono approssimate con una spezzata non e`
un problema perche` la maggior parte delle analisi e` stata effettuata con un
infittimento tale che la lunghezza del lato dell’elemento presso la zona di
contatto e` trascurabile rispetto all’area di contatto.
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A.2 Scelta degli elementi di contatto
Per modellare correttamente il contatto in ANSYS e` necessario applicare
sulle superfici dei profili che verrano posti a contatto degli elementi apposita-
mente creati per questo tipo di problema. Questi elementi hanno sempre una
dimensione in meno rispetto a quelli interni ai solidi. Nel caso di elementi
bidimensionali come il PLANE42, l’elemento di contatto scelto deve essere
di tipo lineare, in quanto i profili sono costituiti da linee.
Il primo passo e` quello di individuare le zone dei profili dove si pensa che
avverra` il contatto. Per ogni coppia di profili in contatto occorre definire un
profilo CONTACT ed uno TARGET. In generale i criteri per scegliere quali
attributi assegnare alle superfici sono questi:
• Tra le due superfici, quella che presenta maggiore concavita` va posta
TARGET
• Tra le due superfici, quella che presenta maggiore infittimento degli
elementi va posta TARGET
• Tra le due superfici, quella piu` rigida va posta TARGET
• Tra le due superfici, quella che eventualmente tende a circondare l’altra
va posta TARGET
Nel caso dei 2 cilindri e delle ruote 80-80 non c’e` una netta distinzione tra
i due profili. Si e` deciso allora di considerare rispettivamente il cilindro e
la ruota inferiori di tipo CONTACT e quelli superiori di tipo TARGET.
Al profilo CONTACT devono essere applicati elementi di tipo contact, per
esempio il CONTACT172, mentre al profilo TARGET devono essere applicati
elementi di tipo target, per esempio il TARGET169. Essi sono costituiti da
linee che si sovrappongono al lato esterno degli elementi PLANE42 adiacenti
al profilo. Occorre fare attenzione che questi elementi abbiano sempre la
normale uscente rispetto ai profili (vedi fig. A.2). La differenza tra i due tipi
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Figura A.2: Applicazione degli elementi target e contact alle superfici
di elemento e` che i risultati delle analisi in termini di tensioni e deformazioni
sono riportati solo su elementi di tipo contact. Inoltre gli elementi di tipo
target non necessitano di essere posizionati per forza su superfici di corpi gia`
suddivisi in elementi. Un esempio e` il caso del contatto cilindro-piano, in
cui viene creato un solo elemento di tipo target sulla linea che rappresenta il
piano (vedi fig. A.3).
Figura A.3: Applicazione degli elementi target e contact nel caso cilindro-
piano
Appendice B
Codice ANSYS ruote 80-80
codice1
finish !!istruzioni per uscire da un qualsiasi ambiente in cui
/clear
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!






!! geometria satellite-solare !!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
angpres=22.5 !! angolo di pressione [gradi]
angpresr=angpres*torad !! angolo di pressione [rad]
1Per problemi di compilazione alcune righe del codice sono molto lunghe e non e` pos-
sibile andare a capo. Di conseguenza sorgono alcuni problemi di visualizzazione per cui a
volte il testo va fuori dalla pagina. Per ottenere una versione software del codice contattare
il DIMNP Ingegneria, Universita` di Pisa
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modulo=1.75 !! modulo [mm]
passo=modulo*pi !! passo [mm]
passo_base=passo*cos(angpresr) !! [mm] ! distanza dei punti di contatto sulla retta dei contatti
ndenti1=80 !! numero di denti
ndenti2=80 !! numero di denti
fw1=11 !! larghezza di fascia satellite [mm]
fw2=11 !! larghezza di fascia satellite [mm]
finish !!istruzioni per uscire da un qualsiasi ambiente in cui
/clear
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!






!! geometria satellite-solare !!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
angpres=22.5 !! angolo di pressione [gradi]
angpresr=angpres*torad !! angolo di pressione [rad]
modulo=1.75 !! modulo [mm]
passo=modulo*pi !! passo [mm]
passo_base=passo*cos(angpresr) !! [mm] ! distanza dei punti di contatto sulla retta dei contatti
ndenti1=80 !! numero di denti
ndenti2=80 !! numero di denti
fw1=11 !! larghezza di fascia satellite [mm]
fw2=11 !! larghezza di fascia satellite [mm]
fw=fw2 !! larghezza di fascia [mm] su cui si trasferisce il carico
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Dp1=modulo*ndenti1 !! diametro primitivo solare [mm] !!140 mm
Dp2=modulo*ndenti2 !! diametro primitivo satellite [mm]
De1=143.164 !! diametro esterno solare [mm]
De2=143.164 !! diametro esterno satellite [mm]
Di1=135.362 !! diametro interno solare [mm]
Di2=135.362 !! diametro interno satellite [mm]
Die1=136.7 !! diametro inizio evolvente solare [mm]
Die2=136.7 !! diametro inizio evolvente satellite [mm]
rb1=Dp1/2*cos(angpresr) !! raggio di base solare [mm]
rb2=Dp2/2*cos(angpresr) !! raggio di base satellite [mm]
spdp1=2.5216 !! spessore dente diametro primitivo solare [mm] !! weak dimension
spdp2=2.5216 !! spessore dente diametro primitivo satellite [mm]
!! weak dimension
rfill1=0.05 !! raggio di raccordo testa dente solare [mm] !! non untilizzato in Helical
rfill2=0.05 !! raggio di raccordo testa dente satellite [mm] !! non utilizzato in Helical
interasse=140 !! interasse [mm]
corr=15e-3 !! correzione angolare per generare interferenza iniziale
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
!! parametri di modellazione !!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
passo_t=0.01 !! passo tra un punto ed il successivo per la spline interpolante il profilo




! definizione dei carichi
mom_tot_1=250000
mom_tot_2=400000
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mom_tot_3=500000
nldstep=2 !! numero dei load step per il carico
*dim,carico,array,nldstep !! vettore della rampa di carico
carico(1)=mom_tot_2/fw !! studiamo solo i casi 400 e 500
carico(2)=mom_tot_3/fw




!! modulo di calcolo !!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
*do,i,150,250,1 !! ciclo per passare da una posizione d’ingranamento alla successiva
!i=150
!scelta passo per angolo
!studiare da 150 a 250
num_passi=100
! definizione unita` angolari
fi=i*0.045
fi2=fi*(ndenti1/ndenti2)
parsav,all,temp,txt !! salva i parametri correnti nel file temp.txt
/clear !! ulteriore clear per ciclare tra una posizione d’ingranamento e l’altra
parres,new,temp,txt !! recupero i parametri prima salvati
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/prep7
!! real constant per banda ’initial contact closure’ [mm]
icont=-1e-6
!! definizione dei tipi di elemento
et,1,42,,,2 !! elemento solido
et,2,169 !! elementi target
et,3,172 !! elementi contact












!! modellazione del solare !!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
finev1=sqrt(((Die1/2)**2-rb1**2)/rb1**2) !! angolo di inizio evolvente
ffinev1=sqrt(((De1/2)**2-rb1**2)/rb1**2) !! angolo di fine evolvente
fiprim1=sqrt(((Dp1/2)**2-rb1**2)/rb1**2)
x_pr=-rb1*sin(fiprim1)+fiprim1*rb1*cos(fiprim1) !! x,y del punto profilo intersecato cfr prim
y_pr= rb1*cos(fiprim1)+fiprim1*rb1*sin(fiprim1)
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fiprim1_asse=-atan(x_pr/y_pr)/torad
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
!! modifica di spoglia !!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
!! massima spoglia applicata
spmax=21e-3
!! angolo di inizio spoglia
finspo1=24*torad
!! ciclo per tracciare l’evolvente
*do,count,1,101 ! il ciclo crea i punti dell’evolvente e li nomina da 1 a 101
t=(count-1)/100
!! angolo relativo al t (parametro: 0-1)
f1=finev1*(1-t)+t*ffinev1
!! inizializzazione della correzione a zero
sp=0








k,count,x,y ! creazione dei punti dell’evolvente
*enddo
!! utilizza i keypoint creati precedentemente per una spline
! creazione della linea spline
bsplin,all
ksel,s,kp,,2,100 ! selezione dei punti intermedi
kdel,all ! eliminazione dei punti intermedi
numcmp,kp ! rinomina i nodi a partire da 1,2,...
alls
numcmp,kp
numoff,kp,101 ! aggiungi 101 alla numerazione precedente 102,103,...
!! ciclo per tracciare il trocoide (raggio di fondo)
*do,count,1,101
t=(count-1)/100
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R=(L/2)/tan((pi/2-angpresr)/2)
B=hp-R



















!! utilizza i keypoint creati precedentemente per una spline
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! creazione della linea spline
ksel,s,kp,,1,101
bsplin,all
! rinomina i nodi a partire da 1,2,...
numcmp,kp
! selezione ed eliminazione dei punti intermedi
ksel,s,kp,,2,100
kdel,all
! rinomina i nodi a partire da 1,2,...
numcmp,kp
alls








! rinomina i nodi a partire da 1,2,...
numcmp,kp
! rinomina la linee a partire da 1,2,...
numcmp,line
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! angolo a cui corrisponde l’intersezione dell’ev.destro
! rispetto all’asse verticale (che passa per il punto
! piu` basso del trocoide)
angprimdx1=ky(6)-90
! angolo a cui corrisponde l’intersezione dell’ev.sinistro
! rispetto all’asse verticale (che passa per il punto
! piu` basso del trocoide)
angprimsx1=(360/(2*ndenti1)-angprimdx1)*2+angprimdx1
!nota: questo angolo serve per posizionare il profilo
!nel punto giusto per i=0
ldel,5,6
kdel,6
!! posizionamento del keypoint al centro della ruota
numoff,kp,1
k,1












!! raccordo in testa dente
lfill,5,1,rfill1













!! modellazione della corona
cyl4,0,0,Di1/2,-270+5*360/ndenti1,Di1/2-scor,90
aglue,all
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!! traslazione del solare per portarlo nella posizione angolare prestabilita
agen,2,all,,,,interasse,,,,1










!! modellazione del satellite !!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
finev2=sqrt(((Die2/2)**2-rb2**2)/rb2**2) !! angolo di inizio evolvente
ffinev2=sqrt(((De2/2)**2-rb2**2)/rb2**2) !! angolo di fine evolvente
fiprim2=sqrt(((Dp2/2)**2-rb2**2)/rb2**2)
x_pr=-rb2*sin(fiprim2)+fiprim2*rb2*cos(fiprim2) !! x,y del punto profilo intersecato cfr prim
y_pr= rb2*cos(fiprim2)+fiprim2*rb2*sin(fiprim2)
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
!! modifica di spoglia !!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
!! massima spoglia applicata
spmax=21e-3
!! angolo di inizio spoglia
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finspo2=24*torad
!! ciclo per tracciare l’evolvente
*do,count,1,101
t=(count-1)/100
!! angolo relativo al t (parametro: 0-1)
f2=finev2*(1-t)+t*ffinev2
!! inizializzazione della correzione a zero
sp=0











!! utilizza i keypoint messi nel p51x per una spline
ksel,s,kp,,1,101
bsplin,all





















































































!! raccordo in testa dente
lfill,63,2,rfill2
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!! creazione dell’area
al,all





!! modellazione della corona
cyl4,0,0,Di2/2,-270+5*360/ndenti2,Di2/2-scor,90
aglue,all

















!! Creazione della retta di contatto !!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
! creazione della retta di contatto











! creazione circonferenze di testa (maggiorate)






!estensione della retta di contatto a causa della deformabilita`
CIRCLE,1001,(de1/2)*1.0075, , ,360, ,
csys,21
CIRCLE,1002,(de2/2)*1.0075, , ,360, ,
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csys







































! riordinamento dei numeri delle linee
numcmp,line
numcmp,area







! Ciclo per la variazione del carico
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
!sol=2
*do,sol,1,nldstep ! parametro di selezione del carico
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! calcolo della semiampiezza "a" di Hertz
















! Algoritmo di generazione dei rettangoli !
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
!creazione dei sistemi di riferimento sui punti di contatto






























! suddivisione trocoidi !
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!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!





























































!coordinate x degli estremi della retta di contatto
*get,x60_left,kp,60,loc,x
*get,x61_right,kp,61,loc,x



































































! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/18,
! come nel caso dei cilindri
LESIZE,all,a/18, , , , , , ,1
alls





! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/6,
! come nel caso dei cilindri






! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/6,
! come nel caso dei cilindri





































































































! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/18,
! come nel caso dei cilindri
LESIZE,all,a/18, , , , , , ,1
alls





! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/6,
! come nel caso dei cilindri
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! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/6,
! come nel caso dei cilindri




































































































! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/18,
! come nel caso dei cilindri
LESIZE,all,a/18, , , , , , ,1
alls





! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/6,
! come nel caso dei cilindri
LESIZE,all,a/6, , , , , , ,1
alls





! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/6,
! come nel caso dei cilindri




































































































! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/18,
! come nel caso dei cilindri
LESIZE,all,a/18, , , , , , ,1
alls





140 Codice ANSYS ruote 80-80
! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/6,
! come nel caso dei cilindri






! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/6,
! come nel caso dei cilindri




































































































! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/18,
! come nel caso dei cilindri
LESIZE,all,a/18, , , , , , ,1
alls
! suddivisione linee aree esterne





! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/6,
! come nel caso dei cilindri






! suddivisione linee per lunghezza elemento pari ad a/6,
! come nel caso dei cilindri
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! opzioni di smartsize
SMRTSIZE,4,1,0.5,4,22,30,1.5,1,1,4,0
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amesh,all
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!







!! profili di contatto
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!! profili di contatto








































!! profili di contatto









































!! profili di contatto








































!! profili di contatto














































!! individuazione della regione rigida satellite
numcmp,node

































!! angolo di rotazione solare
_a=fi
















































!! errore di trasmissione
_rotaz=rotz(1)
!!pressioni massime














!! coppia di 3
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WPCSYS,-1


































!! salvataggio risultati nella directory corrente
parsav,all,chrval(carico(sol)*fw+i),txt
! end del ciclo dei carichi
*enddo
! end del ciclo degli angoli di rotazione
*enddo
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